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Abstrakt. Piispévek se zabyva aplikaci fraktilni geometrie pfi formulovani
zakonu popisujicich vlastnosti fyzikalnich poli. K popisu vlastnosti takovychto
objektl se pouzivaji dva zékladni parametry: fraktdlni dimenze D, ktera
charakterizuje trend opakovani motivu objektu v E-rozmérném prostoru pii
zmén¢ meéfitka a fraktdlni mira K, kterd charakterizuje pocet elementdrnich
objektd, ze kterych je fraktdlni struktura slozena. Vysledky zobecnuji znamé
poznatky popisujici interakce mezi bodovymi objekty, tj. objekty s fraktalni
dimenzi D=0 (napf. hmotnymi body, bodovymi elektrickymi naboji), resp.
hmotnymi nebo nabitymi télesy (D = E = 3) na objekty majici fraktalni strukturu
D e<0, E> Odvozené vztahy 1ze pouzit také k popisu vlastnosti jinych druhd
poli (akustickych, teplotnich, atd.) Lze je také aplikovat obecné na E-rozmérny
prostor, tj. napf. k popisu vlastnosti Casoprostoru (specialni a obecna teorie
relativity).
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1. Uvod
VétSina piirodnich objektd ma fraktalni charakter [1, 2]. Jejich vlastnosti mohou byt
popsany dvéma zakladnimi parametry fraktalni mirou K a fraktdlni dimenzi D.
Fraktalni mira pritom definuje zaplnénost prostoru elementarni buiikou majici urcité
vlastnosti (hmotnost, elektricky naboj, obecné energii), fraktalni dimenze pak trend
zmeény zaplnénosti prostoru pfi zméné métitka (jeho velikost miize byt mensi nebo
veEtsi nez je velikost métici bunky).
Fraktalni dimenze se mtize ménit mezi dvémi limitnimi hodnotami:
- pro D =0 bude zména fraktalni struktury pfi zmén¢ meétitka maximalni (v redlném
svété tomu odpovidaji idealizované objekty, napt. hmotny bod, bodovy elektricky
naboj),
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- pro D = E, kde E =3 je euklidovska dimenze prostoru, nebude zména vlastnosti
struktury na velikosti méfitka zaviset (v redlném svété to mlze byt napt. tuhé
téleso, idealni plyn, homogenné rozloZzeny elektricky naboj atd.).

2. Zaplnénost prostoru fraktalni strukturou
Fraktalni miru K 1ze definovat rovnici [3, 4]

K =N(s)e® =mr0(l/r)D, (1)

kde ¢ je velikost méfitka, N(¢) je pocet objekti o velikosti & které pokryvaji danou
strukturu, resp. m je pocet opakovani zmenseného objektu v siti o velikosti 7y a 1/r je
zména mefitka. Fraktalni dimenzi D struktury lze potom urcit derivaci (1) podle
velikosti (resp. zmény) méfitka

dIn N(g) N In(m) @)
dlng In(r)
Fraktalni dimenze 2D (plosnych) objektli muze byt ur¢ena numericky napt. pomoci

predchazejicich rovnic uzitim pocitaci napt. metodou pocitani ¢tverct (“box counting
method”) nebo “mass method”. Ob& metody jsou navzajem komplementarni (& =1/r,

D=-

N(&) =mry) a davaji stejné vysledky fraktalni dimenze D. Pokryti plochy fraktalnim
objektem mtze byt tedy popsano rovnici

s(r)=2) (2”) “Th g 3)
r r
Rovnice (3) mlize byt zobecnéna pro E-dimenzionalni prostor na tvar
F(r)=Y) E;) SR 4)
r r

kde E je topologicka dimenze prostoru. Hodnotu F(r) si nazveme zaplnénost (pokryti)
prostoru. Posledni rovnice vyjadiuje zavislost zapln€nosti prostoru na jeho velikosti
(uréeném napt. délkou hrany » v E-rozmérném prostoru), ale také na parametrech K a

D. Fraktalni dimenze se tedy mize ménit v intervalu D € <O,E > .

Limitni ptipady jsou
- zaplnénost prostoru fyzikalni veli¢inou se D=0 D=2
pro D=0 (tj. kdyz mnozstvi veli¢iny je E=2 E=2
nezavislé na velikosti prostoru, N(r)z K) LT T TN 8T

s ‘\\
snizuje s jeho velikosti podle vztahu / ’ / \‘\ ,’/ / 3
F(r)zK-r_E (pror>1). I } {

- zaplnénost prostoru je nezavisla na velikosti N I," \\ ’,’
prostoru pro D=FE (tj. prostor je Saao” SRR
homogenné zaplnén) a je rovno fraktalni F(r) = K2 F(r) = K
miie F(r) =K. Pocet objektl v ohranicené NG) = K NG) = K

oblasti (pro > 1) se zvySuje s jeho velikosti

podle N(r)z KoE obr. 1 Pokryti (zaplnénost) dvou-

dimenzionalniho prostoru
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Situace pro 2D prostor je znazornéna na obr. 1; rozdilné konstanty K a K~ jsou
zpusobeny radidlnim ohrani¢enim prostoru (Ctvercova oblast byla nahrazena
kruhovou)

3. Intenzita a potencial fyzikalniho pole
Hustotu fraktalni fyzikalni veliCiny p(r) (napf. hustotu elektrického naboje nebo

hustotu hmotnosti) v E - rozmérném euklidovském prostoru mtzeme definovat
vztahem

p(r)=eF(r)=ekr’*, (5)

kde » je polomér elementarni butiky, e je kvantum fyzikalni veli¢iny, K fraktalni mira
a D fraktalni dimenze.

Z tohoto vztahu mizeme také urCit mnozstvi fyzikalni veli¢iny Q(r) (napt. hmotnosti
nebo elektrického naboje) v prostoru o objemu V"

D E
Er :EI” (I"),

Q(r)zeN(r)z jpdV* =eK (6)
y* D
kde dV" = d(+*) je elementarni objem E-rozmérého prostoru.
Intenzitu fyzikalniho pole £ miizeme urcit uzitim Gauss-Ostrogradského véty
divE =k-p(r), (7)
pro radialni pole pomoci vztahu
D dE,
==r — k. p(r) , (8)

D-FE+1 dr

kde konstanta £ je umérna prislusné fyzikalni konstanté¢ (napf. permitivité nebo
gravitacni konstante).
Intenzita elektrického pole £ a potencial V souvisi navzajem vztahem

E =—gradV, 9)
takze ob¢ veliCiny souvisi s hustotou fraktalni veliiny p(r) pomoci vztahu
AV =—divE =—k- p(r), (10)

kde A je Laplacetv operator.
Tato rovnice mize byt pro radialni rozdé€leni fraktalni veliCiny p(r) prepsana do
tvaru

r

D—E+1dr?

D&V _ k-p(r). (11)

Z téchto vztahli lze vypocitat zavislost intenzity a potencidlu radialniho fyzikalniho
pole
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I"D_E+1 rD—E+2

E. =k(eK)- LV SN ——
D(D—-E+2)

"~ =—k(eK) (12)
na velikosti 7 elementarni bunky.

Zavislost radialnich slozek hustoty fyzikalni veliCiny, intenzity a potencidlu fy-
zikalniho pole pro riizné hodnoty fraktalni dimenze jsou znazornény na obr. 2 a obr. 3.
Z hustoty fyzikalni veli¢iny p(r) dané vztahem (5) lze urcit radialni slozku intenzity
E, a také odpovidajici potencial V, fyzikalniho (napt. elektrického nebo gravitacniho)
pole.

V nasledujici ¢asti je tento, Cist€¢ matematicky aparat pouzit pro popis vlastnosti
elektrostatického a gravitacniho pole.

37528 ¢
b)
obr. 2 Zavislost fyzikalni veliciny na vzdadlenosti a na fraktalni dimenzi D a) radialni
hustota fyzikalni veliciny p(r, D), b) radidlni intenzita pole fyzikalni veliciny E (v, D) a
¢) radialni potencidl fyzikalniho pole V,.(r, D) pro topologickou dimenzi E = 3

a)
obr. 3 Zavislost fyzikalni veliciny na topologické dimenzi E a fraktdlni dimenzi D
a) radialni hustoty fyzikalni veliciny p(r, D), b) radialni intenzity fyzikdlniho pole
E.(v, D) a ¢) radialniho potencialu V,(r, D) pro rozmer r =2

c)

4. Elektrostatické a gravita¢ni pole
Hustota fraktalni fyzikalni veliCiny p(r) ve trojdimenzionalnim prostoru (£ = 3) lze
prepsat podle (5) do tvaru

plr)=por”, (13)

kde py = eK a e je kvantum fyzikalni veli¢iny.
Pomoci rovnice (7) Ize uréit také mnozstvi fyzikalni veli¢iny Q(r) (napf. hmotnosti
nebo elektrického naboje) ve 3D prostoru
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3P

o(r)= P =0, (14)

kde Qo = 3,00/D je hmotnost (elektricky naboj) v prostoru o velikosti » = 1. Intenzita a
potencial fyzikalniho pole pak mize byt zapsana jako (12)

D-2 D-1

r r
E, =kpy-—=, Vrz—kpo'm-

(15)

Konstanta & v téchto vztazich ma rizny vyznam pro jednotlivé typy poli a pro rizné
fraktalni dimenze (viz Tabulka I).

Tabulka I Typické fraktalni dimenze v E-rozmérném prostoru

D nezavisla typ pole objem kpo kpy
veli¢ina (elstat) (grav)
0 0, M = konst. bodovy objekt/sférické V¥=4mr/3  Qy/dne, GM,
E-2 V.=konst.  ekvipotencidlni/cylindrické V*=2mnr 1/2ne, 2G7r
E-1 E,=konst.  homogenni/rovinné VE=8r Go/€o 4nGoy
E © = konst. homogenni hustota /€0 4nGpy

Veli¢iny popsané v predchazejici casti byly wuZzity pro popis vlastnosti

elektrostatického pole s definovanym rozd€lenim elektrického naboje. V nésledujici

casti budou diskutovany specialni pfipady, napf. intenzita a potencial pole v okoli

homogenné nabité rovinné desky (D =FE—1=2), resp. homogenné¢ nabité tyce

(D=FE-2=1). Jsou zde uvedeny také vztahy popisujici vlastnosti elektrostatického

pole v okoli bodového naboje (D = 0), resp. v homogenn¢ nabitém télese (D = E = 3)
(o

(viz obr. 4)
b) c)
, @
/1S
E=3

E=3 3 E
D=2 D=1 D
obr. 4 Specialni geometrie pro a) rovinné, b) cylindrické,c) sférické pole ve 3D
prostoru

a)

lg

fan L]

Pro fraktalni dimenzi D = 0 a euklidovskou dimenzi £ = 3, tj. pro radidlni intenzitu £,
a potencial V, elektrického pole ve vzdalenosti » od bodového elektrického naboje QO
lze rovnici (16) piepsat do tvaru

E-— Ly 1 2 (16)

r = ’ - D)
dreye, 1 drepe, r
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kde &,&, je permitivita prostfedi, k =3/(47e,e,) a 4x/3 je koeficient pro
transformaci z krychle na kouli

Pro D = E predstavuje rovnice (16) ve 3D prostoru (£ = 3) napf. intenzitu a potencial
elektrického pole uvnitt homogenné nabitého teélesa s konstantni hustotou elektrického
naboje p

E=-"FL y v=-02=~FL 2, (17)
3g,€, 65,8,

kde k=1/gp¢, .

Pro D=FE—1=2 definuje rovnice (16) ve 3D prostoru (£ = 3) napf. intenzitu a
potencial elektrostatického pole v okoli homogenné nabité desky s konstantni plosnou
hustotou naboje o

or

E = =const., V, =—
2&,€ 2g,&
0“r 0“r

; (18)

kde k=1/¢gy¢, .
Pro D =FE -2 =1 representuje (16) ve 3D prostoru (£ = 3) elektrické pole a potencial
v okoli homogenn¢ nabité tyce s konstantni linearni hustotou naboje ¢
T - 7ln(r/r)

Er = > r
27mE E T 27mE\E
0¢r 0¢r

(19)

kde k=1/27gye

vzdalenost ty¢e od mista s nulovym potencialem (napft. 7y — ).

Zavislosti radialni slozky intenzity elektrostatického pole pro riizné hodnoty fraktalni
dimenze D je znadzornéna na obr. 5. Strmost zavislosti souhlasi s poznatky znamymi
pro specialni pfipady. Pro homogenni téleso, resp. homogenné nabité téleso je strmost
zavislosti linearn€ rostouci m ~r (E=3, D=3); pro homogenni gravitacni, resp.
elektrostatické pole je m ~ konst. (E =3, D =2) a pro homogenni, resp. homogenné
nabitou ty¢ je m ~ 1/r (E =3, D = 1). Pro bodovy elektricky naboj (Coulombtiv zakon)
nebo hmotny bod (Newtoniiv zdkon) bude se zavislost limitng bliZit hodnot& m ~ 1/
(E=3, D—0). Zavislost pro D =0,1, coz je hodnota blizka idealnimu pftipadu je
znazorneéna na obrazku.

7 je koeficient pro transformaci z krychle na valec a ry je

ro
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3,0

1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
r (a.u.)

obr. 5 Zavislosti radialni slozky intenzity fyzikalniho pole E.(r) pro topologickou
dimenzi E = 3 a rizné fraktalni dimenze

12
8
E)
s 4
A&
2.0
~—r
0 e ——— S
1.0
~—r
-4
1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
r (a.u.)

obr. 6 Zavislosti radialni slozky potencialu fyzikalniho pole V,.(r) pro topologickou
dimenzi E = 3 a rizné fraktalni dimenze

Zavislost radidlni slozky potencidlu pro rizné hodnoty fraktalni dimenze D jsou
zobrazeny na obr. 6. Pro homogenni téleso, resp. homogenné nabité téleso bude
strmost potencidlu na vzdalenosti rist parabolicky m~#* (E=3, D=23), pro
homogenni pole v okoli rovinnych téles, resp. plosné€ nabitych desek bude zavislost
linearni m ~ r (E =3, D =2). Pro linearni ty¢, resp. linearn¢ nabitou ty¢ bude situace

vvvvvv

pro D =1 nebude zavislost definovana. Na obrazku je uvedena zavislost pro D = 0.9,
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coz je hodnota blizka diskontinuité. Pro bodovy naboj (Coulombtiv zdkon) nebo
hmotny bod (Newtonliv gravita¢ni zdkon) bude strmost potencidlu m ~ 1/r (E =3,
D — 0). Na obrazku je uvedena zavislost pro D=0,1, coz je hodnota blizka
idealnimu pfipadu.

5. Zavér
Prispévek se zabyva komplexnim popisem konzervativnich poli v okoli fraktalnich
objektd v euklidovském prostoru. Jsou definovany fyzikalni veliciny pouzité k popisu
ruznych vlastnosti fyzikalnich poli (elektrického a gravitacniho). Pouzity matematicky
aparat byl aplikovan také na popis elektrickych vlastnosti polovodi¢i, tepelnych
vlastnosti idealniho plynu [5] ale také k popisu vlastnosti elementarnich castic [6, 7,
8].
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